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Aus: Bericht aus dem Seminar fur Didaktik der Mathematik, Univ. Bielefeld, 1982/83, 29-33. (Mit 2 spateren Anhangen)

Was trigt die "zweite Siule'"? - Lineare Algebra und Analytische Geometrie

———==

Protokoll zum Referat von StD Dr. L. Fiihrer

Lineare Algebra und Analytische Geometrie - in der Sekundarstufe II im
Feld der '"Vektorgeometrie" angesiedelt - folgen didaktisch gegenwirtig
unterschiedlichen Richtungen. Kernfrage ist dabei zumeist der jeweilige
Anteil von Denk- und Handlungsorientiertheit im unterrichtlichen Rahmen.

Und so grenzen sich gegeneinander ab:

e eine deduktiv orientierte Vektorgeometrie;
nach Atomisierung der Inhalte erfolgt eine Vermittlung auf mehreren,
an Komplexitdt zunehmenden Stufen. Im Zentrum dabei stehen Denk-
strategien und Beweisfindung, das Erfassen von Strukturmerkmalen

auf axiomatischer Grundlage.

e eine numerisch-algorithmische Vektorgeometrie;
im Mittelpunkt stehen hier Handlungsstrategien, also der Anwendungs-
bezug im konkret-mathematischen Zusammenhang. Transferleistungen
sind nur innerhalb der Konkretion gefragt, die hinsichtlich mdgli-
cher Aktualitdt der Probleme sicher in starkem MaBe motivierend fiir
die Schiiler ist. Mit diesem Ansatz korreliert die Forderung nach

Operationalisierung der Lernziele.

e eine gemdRigt konkretisierende Vektorgeometrie;
sie bietet sich im Spannungsfeld zwischen Denk- und Handlungsstra-
tegien als KompromiBldsung an, denn nun kdnnen Denkstrategien am
konkreten Problem entwickelt werden. Die Konkretisierung sollte
aber nur so weit erfolgen, wie es gegeniiber einer positiven Auf-
nahme und der intuitiven Basis notwendig erscheint., Das 1liBt
Chancen fiir eigene Kreativitit offen, verlangt zumeist aber eine
gewisse Verfremdung realer Problemsituationen.
Insbesondere kann ein solcher Ansatz auch die Raumanschauung der
Schiiller férdern, was an einigen Beispielen hier kurz aufgezeigt

werden soll.
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(a) Die Einfiihrung in die Vektorgeometrie innerhalb der Klasse 11
kann geeignet iiber "Spiralen" erfolgen:
Nach Vorgabe eines Koordinatensystems kann der Kreis als GrundriR
(und Ausgangsfigur) betrachtet werden. Durch die Vorgabe von
Punkten mit einer Hohenfunktion ergibt sich eine Schraubendrehung.

Durch Verschiebung ergibt sich die Spirale.

(b) Eine interessante Thematik ist etwa die Bestimmung des Schwer-

punkts in "Dreiecksgebilden':

e im Drei-Punkte-System
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Bestimme zunichst: 4= %(Z + g) 5
und dann den Schwerpunkt s durch:
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e im Zwei-Strecken-System
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Bestimme die Gerade durch die Mittelpunkte (Schwerpunkte) der
Strecken t und u . Deren Schnittpunkt mit der obig einge-
zeichneten Winkelhalbierenden des abgebildeten Parallelogramms

legt den Schwerpunkt fest.
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Bestimme: s = %{Z + B+ Z)

Schwerpunkte hingen auf sehr vielfiltige Weise mit der Raumgeome—

trie zusammen und schaffen iberdies essentielle Querverbindungen

zu anderen Gebieten der Oberstufenmathematik:

- Schwerpunkte anderer Flichen- und Streckensystemes; vgl. den Auf-
satz von H. Winter, Geometrie vom Hebelgesetz her, in MU 1978/5

- geometrische Deutung des Erwartungswertes als Schwerpunktabszisse
im Histogramm (und der Varianz als Trigheitsmoment)

- Schwerpunkte von Flichen und Kdrpern iiber geschickte Anwendungen
des Cavalieri-Prinzips; vgl. I. Schneider, Archimedes (Wiss. Buch-
gesellschaft 1979), oder L. Fiihrer, Zum Gehalt der elementaren
Integralrechnung in ideengeschichtlicher Sicht, MU 1981/5

- einfach Schwerpunktberechnungen in der technischen Mechanik oder
Baustatik

- Zusammenh#nge mit Konvexkombinationen (gewichtete Mittelwerte;
lineare Optimierung) und Affinkombinationen (baryzentrische

Koordinaten).

Wegen der Komplexitdt und Armut der raumgeometrischen Theorien scheint
ein ernsthaftes Bemiihen um die Schulung der Raumanschauung bei Schii-
lern nur {iber ein Vorgehen realisierbar, das exemplarische Beispiele
als Quelle von Theoriebausteinen nimmt. Dabei erweisen sich nicht-
triviale Beispiele fiir Raumkorper als zugkriftige Motivations- und

Problemldsungsobjekte.
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o Solche Kbrper kinnen schon im Rahmen der Affingeometrie er-
zeugt werden, indem man Minkowskis Idee der Komplexsummen
konketisiert:

M+N:={m+n|mEM und n € N}

Dabei ergeben sich bereits Uberraschungen, wenn M und N
nicht-komplanare Figuren (Strecken, Parallelogramme ...) sind.
Noch interessanter sind natiirlich Summen von Polyedern oder/und

krummlinig begrenzten Flichen oder Kdrpern.

o Nichteuklidische Metriken auf iR; oder R" haben (euklidisch
interpretiert) interessante Einheitskugeln. Sie erlauben iiberdies

liberraschende Abstandsprobleme.

Stellt man auf diese Weise geniigend ungewohnte analytische Be-

schreibungen von Kdrpern bereit, so fordert die zeichnerische Dar-
stellung zwangsliufig Symmetrieiiberlegungen und die Ausnutzung von
Invarianten. Es 148t sich leicht einsehen, daB der iibliche Bestand
an Begriffen und Techniken der Kurse iiber Lineare Algebra und Ana-

lytische Geometrie aus solchen Problemen bedarfsorientiert (''gene-

tisch") entsteht. (Vgl. meinen Aufsatz "Objektstudien in der Vek-
torgeometrie', DAM 1979/1.)

"Aquidistanzprobleme'" bieten ein reiches Feld zur Entwicklung nicht-

trivialer Kurven und Flichen.

o Zwei Strecken haben einen Punkt gemeinsam. Was 148t sich iber die
Menge aller Punkte sagen, die von beiden Strecken gleichweit ent-
fernt sind? -

(Variationen dieser Aufgabenstellung fiihren zwanglos zur Kegel-

schnittlehre.)

(f) Mit einfachen Mitteln des computergestiitzten Zeichnens lassen sich

viele Standardthemen der Darstellenden Geometrie an Beispielen

strukturell vertiefen.

0 In einer Ebene ist ein Dreieck willkiirlich vorgegeben. L&Rt es
sich als Schatten des Standardtetraeders unter Parallelprojek-

tion deuten (unter Zentralprojektion)?
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Einfache Projektionen erfordern wenig technische Hilfsmittel aus
der Vektorgeometrie, eignen sich also als Einstiegsprobleme zu
diesen Werkzeugen:

- Parallelprojektion in den AufriB ist berechenbar, sobald Gera-
den in Parameterdarstellung zur Verfiigung stehen.

- Senkrechte Projektion auf eine Gerade (Lot fuBpunktbestimmung
iiber Abstandsminimierung oder iiber Ansatz eines pythagoreischen
Dreiecks) liefert rechnerisch das Innere Produkt

- Orthogonalprojektion auf eine Ebene ist mit denselben Mitteln
berechenbar, wenn die Ebene in Parameterform orthogonal aufge-
spannt wird.

- Zentralprojektion in den AufriB (oder in andere Ebenen) fiihrt

lediglich auf Schnittpunktsberechnungen von Geraden und Ebenen.

(g) Eine bescheidene Einfiihrung in die Grundtatsachen der mathemati-
schen Erd- und Himmelskunde kann elegant aus der Beziehung zZwi-
schen orthonormalen Dreibeinen (Bewegungen, Isometrien) herge-
leitet werden; vgl. etwa K. Kommerell, Das Grenzgebiet der elemen-
taren und hdheren Mathematik (Leipzig 1936). Hier kdnnte das Studium
rdumlicher Kongruenzabbildungen (bis hin zum Dreispiegelungssatz)
beweisen, daR es nicht nur reine "Klassifikationswut" dokumentiert,

sondern etwas zur Erkenntnis des Lernenden beizutragen vermag.

Unterrichtserfahrungen mit den drei genannten Typen vektogeometrischer
Lehrginge zeigen, daR jede Form friiher Systematisierung motivations-
feindlich und inhaltlich trivialisierend wirkt. Die Darstellung der
Vektorgeometrie als glatte, scheinbar abgeschlossene oder gar deduktiv
verbrimte Theorie konterkariert die tatsdchliche pragmatische Verwen-
dung der Bausteine in Wissenschaft und Technik. Es scheint, als hingen
die {iblichen Motivationsprobleme vor Ort schlicht damit zusammen, daBg
Schiiler intuitiv spiiren, daR selbst die rudimentdrsten Fihigkeiten zur
Raumanschauung mehr leisten als ihre Lehrbiicher. Hier kann nur nicht-

triviale, wenn auch elementare Mathematik helfen.



Auflan gingizen Rinse in Aualytischer Geametrie

KRAMER/HOWEL- BARTH/KRUMBA- [LAUTER/DRAAF/
|MANN/KLEMISCH: |424|CHER: Anschau|280 UA: AG. & LA, 400
A.G.&L.A. (1980) S. |liche A.G. (1993) S. |(1990) S.
Gls., GauRR-A., Det. 30S = 33S
Pfeilkl., Vektorr. 30 S |Pte., Vekt., Koord., TV|55 S |Pte., Vekt., Koord., TV,
Lin. Unabh., Basis,
Lin. Unabh., Basis, Dim.
Dim., Teilverh. 52S = 1238 50 S
Koord. (ab S. 113!) Abstr. Vektorr.(*) 128
Geraden 24 S |Ger./Ebenen im Raum|66 S |Ger./Ebenen
26 S
Ebenen 65 S
Gls.
Ger./Ebenen 14 S 35 S
Skalarprod., N-Form |85 S = 57 S =
(ab S. 184)) HSZ S
(*) Vektorprod.,Spatpr., (*) Vektorprod. 14 S |Vektorprod., Spatpr.... [34 S
Ger./Eb. in Det.-F. 358
Kreis, Kugel, Tang., Pol[36 S = 30 S
(*) Affine eb. Abb. 60 S [Matrizen, Vr., Basis,
= 1 Dim., affine Abb. 125 S
Der kleine Hiiwelmann
Das Figurent_heaher' Berlin. gqstiert am -
penspies fic. Kindec ab drel Johren i Gir Joaiaiatis 20 S
stav-Heinemann-Haus, Waldenburger '

Ring 44. Gespielt wird das Stiick ,Der kleine
Héwelmann“ nach der gleichnamigen Novel-
le von Theodor Storm. Weitere Auffiihrungen
finden am Montag um 10 und 15 Uhr sowie
am Dienstag um 10 Uhr statt. Karten kénnen
unter T 66 83 109 vorbestellt werden. (pt)
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G Vebtorgesmetrie (Kitw, Ssmmen 1992) (Zz )

THEMEN

Punkt, Vektor, Lange, Betrag, Konvexk.,
Richtungsvektor, Geraden, Spurpunkte

Schnittkanten, Ebenenschnitt (AufriB,...)
Teilpunkte, Teilverhaltnisse

Raumkurven, Tangente, Geschwindig-

keit, Beschleunigung

Parallel- und Zentralprojektion (i.d.Aufr.)

ANWENDUNGEN

Wirfel, Pyramiden (auch Vol.), Dach-

korper
Kuboktaeder, Fernsehturm
Schragbilder von Kreisen, Kugeln

Kollisionskurs, Kreis als Raumkurve, Lis-

sajous-Kurve, Schraube, Parabel

(Invarianten als Zeichenhilfe)

Ebenen in P-Form, Linearkombination

Schnitt G-E, E-E, N-Form, Sarrus-RegeI

rauml. Parabel ist eben, Dachkanten,

Durchdringungen, Kugelkontur bei PP

Durchdringung zweier Pyramiden

Skalarprodukt (inneres Produkt), Eigen-

schaften

Hesse-Form, Absténde

1. Projektionssatz, Kosinussatz, Ortho-

normierung

Winkel zwischen G. und E., windschiefe
G., Parabeln in dynam. Koordinaten, Be-
wegung als Aufleitung von f'(t), Schat-
tengrenze,

Kon_turellipse, gebremster

Fall auf schiefer Ebene

Vektor- u. Spatprod., Orientierung, Aus-
blick auf die L.A.

2. u. 3. Proj'satz, Orthogonalproj., Com-
putergrafik, Kartenprojektionen






