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auf  der  Sekundarstufe  lI

Protokoll  z`m  Referat  von  StD  Dr.   L.   Führer

Lineare  Algebra  und  Analytische  Geoinetrie  -  in  der  Sekundarstufe  ll  im
Feld  der  "Vektorgeometrie"  angesiedelt  -  folgen  didaktisch  gegenwärtig
unterschiedlichen  Ric1`tungen.  Kernfrage  ist  dabei  zumeist  der  jeweilige
Anteil  von  Denk-  und  Hmdlungsorientiertheit  im  unterrichtlichen  Rahnen.
Und  so  grenzen  sich  gegeneinander  ab:

"    eine  deduktiv  orientierte  Vektorgeometrie;
nach  Atomisierung  der  lnhalte  erfolgt  eine  Vemittlung  auf  mehreren,
an  Koplexität  zunehmenden  Stufen.   Im  Zentrun  dabei  stehen  Denk-
strategien  und  Beweisfindung,   das  Erfasgen  von  St:rukturmerkmalen
auf  axiomatischer  Grundlage.

"    eine  numerisch-algorithnische  Vektorgeonetrie;
im  Mittelpunkt  stehen  hier  tlandlungsstrategien,   also  der  Anwendungs-
bezug  im  konkret-mChematischen  Zugamenhang.   Transferleistungen

sind  nur  innerhalb  der  Konkretion  gefragt,  die  hinsichtlich  mögli-
cher  Aktualität  der  Probleme  sieher  in  starkem  Maße  motivierend  für
die  Schü1er  i§t.  Mit  diesem  Ansatz  korreliert  die  Forderung  nach
operationalisierung  der  Lernziele.

"    eine  gemäßigt  konkretisierende  Vektorgeometrie;
8ie  bietet  sich  im  Spamungs£eld  zwischen  Denk-  und  llandlung8§tra-
tegien  als  Kopromiß1ösuiig  an,   denn  nun  können  Denkstrategien  am

konkreten  Problem  entwickelt  werden.  Die  Konkretisierung  so11te

aber  nur  so  weit  erfolgen,  wie  es  gegenüber  einer  positiven  Auf-
nahme  und  der  intuiCiven  BaBis  notwendig  erscheint.  Das   1äßt

Chancen  für  eigene  Kreativität  offen,  verlangt  zumeist  aber  eine

gewisse  Verfremdung  realer  Problem§ituationen.
±nsbesonc\ere  kam  e±n  solcher  Ansatz  auch  6±e  Ra\.manschauuog  der

Schü1er  fördern.  was  an  einigen  Beispielen  hier  kurz  aufgezeigt
werden   so11.

a
Schreibmaschinentext
Aus: Bericht aus dem Seminar für Didaktik der Mathematik, Univ. Bielefeld, 1982/83, 29-33. (Mit 2 späteren Anhängen)

a
Textfeld
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(a)  Die  Einführung  in  die  Vektorgeometrie  innerhalb  der  Klasse   l l
kann  geeignet  über  "Spiralen"  erfolgen:
Nach  Vorgabe  eines  Koordinatensystems  kam  der  Kreis  als  Grundriß

(und  Ausgangsfigur)  betrachtet  werden.  Durch  die  Vorgabe  von
Punkten  mit  einer  Höhenfunktion  ergibt  sich  eine  Schraubendrehung.
I)urch  Verschiebung  ergibt  sich  die  Spirale.

(b)  Eine  interessante  Thematik  ist  etwa  die  Bestimung  de9  Schwer-

punkts  in  "Dreiecksgebilden":

"     im  Drei-Punkte-System
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Am. :   Da  man  mit  Punlcten  nicht

rechnet\  kann,   B±nd  t\±er

schon  die  entsprechenden
ort.svektoren  eingetragen.\
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Bestime  zunächst:    ä  [ i(±  +  g)   ,
+

und  c\ann  det\  Sct\werpunlct     s

=li(E+ä,     .

"    in  Zwei-Strecken-System

durch :
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Bestime  die  Gerade  durch  die  Mittelpunkte   (Schmrpunkte)  der
Strecken    t    und    u  .  Deren  Schnittpmkt  rit  der  obig  einge-
zeichneten  Winkelhalbierenden  des  abgebildeten  Para11elograms
legt  den  Schwerpunkt  fest.

Begt=n-=     ==i(±+%+  ¬,

(c)    Schwerpunkte  hängen  auf  sel"  vielfä1tige  Weise  mit  der  Raumgeome-
trie  zusamen  und  scha£fen  überdies  essentie11e  Quezverbindungen
zu  anderen  Gebieten  de.r  oberstufennathenatik:
-Schwerpunkte  anderer  F1ächen-und  StreckensysteBBi   vg1.   den  Auf-

satz  von  H.   Winter,   Geonetrie  vom  Hebelgesetz  her,   in  MU   l978/5
-  geometrische  Deutung  des  E"artLmgswertes  a1§  Schwerpunktabszisse

in  Hi§togram  (und  der  Varianz  a1§  Trägheitsmonent)
-  Schwerpunkte  von  F1ächen  und  Körpem  über  ge§chickte  Anwendungen

des  Cavalieri-Prinzips;   vg1.   I.   Schneider.  ArchitDedes   (Wiss.   Buch-

gese11schaft   1979),   oder  L.   Führer,   Zm  Gehalt  der  elemntaren
lntegralrechnung  in  ideengeschichtlicher  Sicht,  "   198l /5

-  einf ach  Schwerpunktberechnungen  in  der  technischen  mchanik  oder

Baustatik
-  Zusamenhänge  nit  Konvexkohbinationen  (gewichtete  mttelwerte;

1ineare  optimierung)   und  Af f inkombinationen  (baryzentrische
Koordinaten) .

(d)  Üegen  der  Kouplexität  und  Amut  der  raumgeo"trischen  Theorien  scheint
ein  ernstha£te§  Berihen  un  die  Schulung  der  Raumanschauung  bei  Schü-
1ern  nur  über  ein  Vorgehen  realisierbar,  das  exemplarische  Beispiele
als  Quelle  von  Theoriet}austeinen  nimt.  Dabei  erweisen  sich  nicht-
triviale  Beispiele  für  RauDkörper  als  zugkräftige  Motivations-  und
Problen1ösungsobj ekte.
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o   Solche  Körper  können  schon  im  Rahmen  der  Affingeometrie  er-

zeugt:  werden,   indem  man  Minkowskis   ldee  der  Konplexsumen

konketisiert:
M+N:={=+=lnT¬M     und     =eN}

Dabei  ergeben  sich  bereit8  Überraschungen,  wenn    M    und    N

nicht-komplamre  Figuren  (Strecken,  Para11elograme   ...)   8ind.
Noch  interessanter  sind  natürlich  Sumen  von  Polyedern  oder/und
krumiilinig  begrenzten  F1ächen  oder  Körpern.

o  Nichteuklidische  Metriken  auf    R3    oder   Rn    haben  (euklidisch

interpretiert)   interessante  Einheitskugeln.   Sie  erlauben  überdies
überraschende  Abstandsprobleme.

Ste11t  man  auf  diese  Weise  genügend  ungewohnte  analytische  Be-

schreibungen  von  Körpem  bereit,   so  fordert  die  zeichnerische  Dar-
ste11ung  zwangs1äufig  Symetrieüberlegungen  und  die  Ausnutzung  von

lnvarianten.   Es   1äßt  sich  leicht  einsehen,   daß  der  übliche  Bestand
an  Begrif fen  und  Techniken  der  Kurse  über  Lineare  Algebra  und  Ana-

1ytische  Geometrie  aus  solchen  Problemen  bedarfsorientiert ("gene-
tisch")   entsteht.   (Vg1.  meinen  Aufsatz  "Objektstudien  in  der  Vek-

torgeometrie",   DdM   l979/l.)

(e)   "Äquidistanzprobleme"  bieten  ein  reiches  Feld  zur  Entwicklung  nicht-
trivialer  Kurven  und  F1ächen.

o  Zwei  Strecken  haben  einen  Punkt  gemeinsam.   Was   1äßt   sich  über  die

Menge  a11er  Punkte  sagen,   die  von  beiden  Strecken  gleichweit  ent-

fernt  sind?

(Variationen  dieser  Aufgabenste11ung  fiihren  zwanglos  zur  Kege1-
8chnittlehre. )

(£)  Mit  einfachen  Mitteln  des  coputergestützcen  Zeichnens  lassen  sich
viele  Standardthemen  der  I)arste11enden  Geometrie  an  Beispielen

strukture11  vertiefen.

o  ln  einer  Ebene  ist  ein  Dreieck  rillkürlich  vorgegeben.  Läßt  es
sich  als  Schatten  des  Standardtetraeders  unter  Para11elprojek-
tion  deuten   (unter  Zentralprojekt.ion)?
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Einfache  Projektionen  erfordern  wenig  technische  Hilfsnittel  aus
der  Vektorgeometrie,   eignen  sich  also  als  Einstiegsproblene  zu
diesen  Werkzeugen:
-  Para11elprojektion  in  den  Aufriß  ist  berechent)ar,   8obald  Gera-

den  in  Parameterdarste11ung  zur  Verfügung  gtehen.
-  Senkrechte  Projektion  auf  eine  Gerade   (Lotfußpuüktbestimung

über  Abstandsmininierung  oder  über  Ansatz  eines  pythagoreischen

I)reiecks)   1iefert  reclmerisch  dag  lnnere  Produkt
-  Orthogonalprojektion  auf  eine  Ebene  ist  tnit  denselben  }ütteln

berechenbar.  wenn  die  Ebene  in  Parameterform  orthogonal  aufge-

spannt  wird.
-  ZenCralprojektion  in  den  Aufriß   (oder  in  andere  Ebenen)   führt

lediglich  auf  Schnittpunktsberechnungen  von  Geraden  und  Ebenen.

(g)  Eine  bescheidene  Einführung  in  die  Grundtatsachen  der  mathemati-
schen  Erd-  und  Himelskunde  kam  elegant  aus  der  Beziehung  zwi-
schen  orthonormlen  Dreibeinen  (Bewegungen,   Isometrien)   herge-
1eiCet  werden;   vg1.   etwa  K.   Komere11,   I)8s  Grenzgebiet  der  elemen-

taren  und  höheren  Mathemtik   (Leipzig   l936).   Hier  könnte  das   Studium

räimlicher  Kongruenzabbildungen  (bis  hin  zum  Dreispiegelungssatz)
beweisen,   daß  es  nicht  nur  reine  "Klassifikationswut"  dokumentiert,
sondem  etwas  zur  Erkenntnis  des  Lemenden  t}eizutragen  vemag.

UnterrichCserfahrungen  mit  den  drei  genannten  Typen  vektogeomtrischer
l.ehrgänge  zeigen,   daß  jede  Form  früher  Systemti§ierung  motivations-
£eindlich  und  inhaltlich  trivialisierend  wirkt.  I)ie  Darste11ung  der
Vektorgeometrie  als  glatte,   scheinbar  abgeschlossene  oder  gar  deduktiv
verbrämte  Theorie  konterkariert  die  tatsächliche  pragmatische  Verwen-
dmg  der  Bausteine  in  Wi§senschaft  und  Technik.  Es  scheint,  als  hingen
die  üblichen  Motivationsproblene  vor  ort  §chlicht  danit  zu§amnen.   daß
Schü1er  intuitiv  §püren,  daß  selbst  die  rudimentärsten  Fähigkeiten  zur
Raumnschauung  mehr  leisten  als  ihre  Lehrbücher.  Hier  kann  nur  nicht-
triviale.  Hem  auch  elementare  Mathematik  helfen.
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Punkt, Vektor, Länge, Betrag, Konvexk.,

F`ichtungsvektor, Geraden, Spurpunkte

Schnittkanten ,  Ebenenschnitt (Aufriß,...)

Teilpunkte, Teilverhältnisse

(qw, So4~ i99e) fE)
ANWENDUNGEN

Würfel,   Pyramiden   (auch   Vol.),   Dach-

körper

Kuboktaeder, Femsehtum

Schrägbilder von Kreisen, Kugeln

F`aumkurven,    Tangente,    Geschw.indig-

keit, Beschleunigung

Parallel- und Zentralprojektion (i.d.Aufr.)

____---------------------------------------------------

Ebenen in P-Form, Linearkombination

Schnitt G-E, E-E, N-Fom, Sarrus.Regel
-__-------------------.----.---------------------------

Skalarprodukt  (inneres  Produkt),  Eigen-

sch aften

Hesse-Fom, Abstände

Kollisionskurs,  Kreis  als  Raumkurve,  Lis-

sajous-Kurve, Schraube, Parabel

(lnvarianten als Zeichenhilfe)
_____--------------------------------------------------

räuml.   Parabel   ist   eben,   Dachkanten,

Durchdringungen, Kugelkontur bei PP

Durchdringung zweier Pyramiden

______-------------------------------------_-----------

1.   Projektionssatz,   Kosinussatz,   Ortho-

normierung

______.-----.--------------------------------_---------

Vektor-  u.  Spatprod�  Orientierung,  Aus-

blick auf die L.A.

Winkel  zwischen  G.  und  E.,  w.indschiefe

G.,  Parabeln in dynam.  Koordinaten, Be-

wegung  als  Aufleitung  von  f"(t),  Schat-

tengrenze,     Konturellipse,     gebremster

Fall auf schiefer Ebene
-__.----------------------------------------_---------.

2.  u.  3.  Proj'satz,  Orthogonalproj.,  Com-

putergrafik, Kartenprojektionen




